Surfaces isotropes de O et systèmes intégrables. 

Idrisse Khemar 

Introduction 

Dans cet article, nous étudions certaines surfaces isotropes de O = M^. L'idée 
de s'intéresser à de telles surfaces vient de la volonté de chercher des analogues 
aux surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires de W^, dans M^. Ces 
surfaces de R'* forment un système complètement intégrable présentant une 
structure inédite (cf-jS]) et il est naturel d'en chercher des généralisations dans 
R^. (cf. [Ï3Î.) 

Considérons une surface S lagrangienne de M''. On peut localement trouver une 
paramétrisation conforme de S par des coordonnées {u,v) Q, , fl étant un 
ouvert de M^, i.e. une immersion X : fl ^ M."^ telle que 

dX = e-' {eidu + e2dv) 

avec (61,62) base hermitienne de pour tout {u,v) e il , / e C°°(M^). L'iden- 
tification entre et est donnée par (a:i, X2, X3, X4) 1-^ {xi + ix2, X3 + 1x4). A 
la surface S est associé l'angle lagrangien (3 défini par é^^ = det(6i,e2) (qui ne 
dépend pas de la paramétrisation choisie car il ne dépend que du plan tangent 
Tx(„,,)S = K6i+M62). 

Maintenant considérons la fonctionnelle d'aire A{Y,) — dv sur l'ensemble des 
surfaces orientées lagrangiennes de M**. Un point critique pour cette fonction- 
nelle est une surface lagrangienne S telle que M(S)(X) = pour tout champ 
de vecteur X à support compact sur R'* avec la condition supplémentaire que X 
doit être lagrangien i.e. son fiot préserve les surfaces lagrangiennes ; si on suppose 
que cela n'est vrai que si X est hamiltonien, i.e. X — —i\7h avec h G C°°(K^,R) 
alors S est dite hamiltonienne stationnaire. On montre alors, cf.^, que E est 
hamiltonienne stationnaire si, et seulement si, Af3 = où A est le laplacien sur 
S défini à l'aide de la métrique induite. 

Dans PI, il est montré que les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes station- 
naires de R* sont solutions d'un système complètement intégrable. Dans le lan- 
gage des systèmes complètement intégrables on construit une famille de connex- 
ions de courbure nulle a\, A G 5^ qui s'écrit : 

ax — X~^a2 + X~^a_i + ao + Aa" + A^a2 (1) 

cf. 0. 

Nous nous proposons ici de trouver des surfaces de R^ isotropes telles qu'à 
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chacunes d'elle, S, corresponde une fonction : S ^ S"^ (analogue de e^^ : S — s- 
S^) et que les surfaces pour lesquelles ps est harmonique forment un système 
complètement intégrable. Pour ce faire nous allons procéder par analogie avec 
les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires de M'*. Commençons par 
formuler le problème dans R'^ à l'aide des quaternions. Ensuite nous procéderons 
par analogie en utilisant les octonions (section 2). Le rappel des définitions et 
connaissances nécessaires sur les octonions est fait dans la section 1. 
Pour a:, 2/ G M, on a 

x-y={x, y)R4 - uj{x, y)i - dctc2 [x, y)j = {x, y)c2 - dctc2 (x, y)j 

où u! = dxi A dx2 + dxz A dx^. Ainsi pour (ei, 62) base orthonormée d'un plan 
lagrangien de on a 



où (3 est l'angle lagrangien du plan Vect(ei, 62). On voit que l'on peut exprimer 
la contrainte lagrangienne ainsi que l'angle lagrangien à l'aide du produit dans 
H. Plus précisemment, nous avons appliqué la procédure suivante : on forme le 
produit X ■ y, avec x,y de norme 1, puis on suppose que les deux premiers termes 
de a; • y G H dans la décomposition H = M © K © Mj © Rk, sont nuls et alors on 
a X - y G S^j ce qui nous permet de récupérer e^^ G . 

Nous procéderons de même dans M® en utilisant le produit des octonions (sec- 
tion 2). Pour g, g' e O = on a 



où (ei)o<i<7 est la base canonique de M^, u>i = {-jL^^.-}, et L^^. désigne la multi- 
plication à gauche par e,. Nous introduisons la décomposition 



Alors nous regardons les surfaces isotropes pour u>i, UJ2, W3, que nous appelons 
surfaces Sy. Nous nous intéressons donc à l'ensemble Q des plans de O isotropes 
pour ces 3 formes symplectiques. L'ensemble V des bases orthonormées de 
ces plans est l'ensemble des couples normées {q, q') G S'^ x S"^ qui vérifient 
B{q,q') = (V est l'analogue de l'ensemble des bases hermitiennes de C^). On 
a alors Q = V/SO{2), et p{q, q') G pour tout (g, q') € V (la norme est multi- 
plicative dans O : \qq'\ = \q\\q'\ = 1). On a ainsi défini une fonction p :V ^ 
analogue à e"^^ et cette fonction passe au quotient en une application p : Q ^ S^. 
D'autre part dans le cas de on a le groupe U{2) qui agit librement et tran- 
sitivement sur l'ensemble des bases hermitiennes et on peut écrire l'action de 
U{2) à l'aide des quaternions : on a le morphisme surjectif de groupe de noyau 



ei • 62 = -e '^j 
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.q' = {Biq,q'),-piq,q'))Gm\ 



±1 : 



53 X 53 ^ 50(4) 

ip, q) LpRq = RqLp = {xi-^ pxq) 



et on peut écrire 



x-y = {x, y) + {x, iy)i -h (x, jy)j + {x, ky)k 



2 



Ainsi U{2) est le sous-groupe de iS'0(4) qui commute avec Li d'où U(2) = 
{LpRq , p g 5^, q G S^}. Quant à SU{2) c'est le sous-groupe de iS'0(4) qui 
commute avec Li,Lj,Lk d'où SU{2) — {Rq , q G S^}. D'une manière générale, 
pour g = LpRq E 50(4) on a {gx){gy) = p{xy)p. 

Par analogie nous allons chercher le groupe qui conserve B, i.e. le sous-groupe 
de S0{8) qui conserve wi, 1^2, W3. Nous trouverons le groupe SU(2) x SU{2). 
Le résultat est très différent de ce qui ce passe dans H mais c'est le bon groupe 
de symétrie. En effet comme pe est à valeurs dans et que nous voulons 
lui imposer d'être harmonique, nous allons utiliser la théorie des applications 
harmoniques du point de vue des systèmes intégrables (cf. p]) et donc écrire 
comme un espace symétrique : — x / A où A est la diagonale de 
X S^, A — {{a, a) , a G S^} (et est l'analogue de SU{2)). Cependant nous 
nourrissons l'espoir d'avoir un groupe qui agit transitivement sur V (ce qui n'est 
pas le cas de x S^) ainsi qu'il en est pour U{2) et les bases hermitiennes de 
C^. Nous allons donc chercher à grossir le groupe en prenant le sous-groupe 
de 50(8) qui conserve la nullité de B : nous trouvons alors un groupe G de 
dimension 9 {V est de dimension 10) qui n'agit donc pas transitivement. Alors 
nous regardons l'action de G sur Q, qui lui est de dimension 9. Malheureuse- 
ment nous trouvons que l'action n'est toujours pas transitive. Nous calculons 
alors les orbites : nous trouvons que toutes les orbites sont de dimension 8 sauf 
deux orbites dégénérées l'une de dimension 7, l'autre de dimension 6. En outre 
nous construisons une fonction p: Q — > [0, 1/2] dont les fibres sont les orbites 
de G, les orbites dégénérées étant p~^({0}) et P~^{{^}) respectivement. Ensuite 
nous arrivons à trouver un moyen simple de passer d'une orbite à une autre (cf. 
théorème El . Enfin nous terminons la section 2 en étudiant algébriquement le 
groupe G et son algèbre de Lie. 

Dans la section 3 nous étudions les surfaces Sy. Nous montrons que celle dont 
le PS est harmonique forment un système complètement intégrable : nous con- 
truisons une famille de connexion de courbure nulle a\ comme dans 
Ensuite nous montrons que les surfaces Sy sont solutions de deux équations 
l'une linéaire, l'autre non Hnéaire. (En fait c'est la même équation où on représente 
la surface de manière différente). 

Dans la section 4, nous exposons la méthode des groupes de lacets, en se référant 
à jH] et jÔ] pour les détails. Puis nous obtenons une représentation de type Weier- 
strass pour les surfaces Ey. 

Dans la section 5, nous calculons le vecteur courbure moyenne d'une surface Sy 
(dans l'espoir d'obtenir une interprétation variationnelle) . 

Dans la section 6, nous montrons que ce que nous avons fait pour les sur- 
faces S y est en fait un cas particulier de quelque chose de plus général. En 
effet, en considérant le produit vectoriel de O, nous définissons une application 
p: Gr 2(0) S^. Alors nous montrons que les surfaces immergées E de O telles 
que PS : ^ G S p{TzT,) G est harmonique (surfaces p — harmoniques) 
forment un système complètement intégrable. Le groupe de symétrie est alors 
Spin(7). Plus généralement, soit / ^ {1, 7} alors les surfaces toi — isotropes, 
i.e. isotropes pour uji, i G /, dont le ps (qui est alors à valeurs dans = 
'5(©i^/.i>oRei) ~ S*^^!^!) est harmonique, forment un système complètement in- 
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tégrable. Le groupe de symétrie est alors G/ ~ SpiniJ — Pour / = {1, 2, 3}, 
on retrouve les surfaces Sy. Nous construisons donc une famille {Si) paramétrée 
par /, d'ensembles de surfaces solutions d'un système intégrable, tous inclus dans 
50 , telle que I C J implique Sj C Sj. Par restriction à El on obtient les surfaces 
p — harmoniques, oji — isotropes de H. Alors p{Gr2ÇB)) = S'^ et |/| = 0, 1 ou 
2. Pour |/| = 1 on retrouve les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes station- 
naires de et pour |/| = 2, les surfaces spéciales lagrangiennes. Par restriction 
à Im(IHI), on retrouve les surfaces CMC de M^. Nous terminons l'article par le 
calcul du vecteur courbure moyenne d'une surface quelconque de O en fonction 
de p (nous pensons qu'il existe une interprétation variationnelle des surfaces 
p — harmoniques) . 

1 L'algèbre des octonions 

1.1 Définitions 

On rappelle ici les définitions et propriétés sur les octonions qui nous seront 
utiles pour la suite. Pour avoir plus de détails et pour les démonstrations on 
pourra consulter On appelle algèbre des octonions l'espace vectoriel : 

^ , 1,1/ e h| C M2(H) 

muni de la multiplication (i.e. application bilinéaire sur O) : 

f X -y \ f x' -y' \ ^ / xx' - y'y -yx' - y'x \ 
\ y X J \ y' x' J \ x'y + xy' x'x - yy' J 

On voit que l'on peut identifier O à = M* muni de la multiplication 

{x, y) ■ {x', y') = {xx' - y'y, x'y + xy') 

On définit une conjugaison q ^ q k l'aide de la conjugaison sur les matrices : 
(x, y) — {x, —y). On remarque la présence d'un élément neutre pour la multipli- 
cation : 1 = (1,0) et O est ainsi une R-algèbre unitaire. En particulier, M.l est 
une sous-algèbre dont les éléments seront dits réels et caractérisés par q = q. 
On définit sur O la norme N(q) = q.q = q.q ~ xx + yy G R qui n'est autre 
que la norme euclidienne standard de = M* . Cette norme est multiplicative : 
N{qq') — N{q)N{q'). En particulier S"^ est stable par multiplication. Les octo- 
nions orthogonaux à 1 , , pour la norme N seront dits : octonions pures, 
et caractérisés par q = —q , ou encore q^ G R~. Si on se restreint à la sphère 
S"^ = {q G O , q.q = 1} alors le sous-ensemble des octonions purs de S"^ est 
caractérisé par — —1. 

La base canonique de correspond en écriture matricielle à la base des octo- 
nions : 
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) 




Dans la suite il nous arrivera aussi de noter cette base (ei)o<i<7 (l'ordre des 

vecteurs étant toujours le même). 

O n'est pas associative : I^{J^K^) = /^(— /î) = E-^ tandis que (/^J^)isr^ = 
{-K^)K^ = -EK 

1.2 Propriétés de la multiplication 

Proposition 1 

(i) {xz.yz) = N{z){x,y), {zx, zy) = N{z){x,y) 

(ii) {xz, yw) + {yz, xw) = 2{x, y){z, w) 

(iii) si X ^ Ml, Ml ® Ma; est une algèbre isomorphe (isométrique) à C. 
Proposition 2 

(i) xy — yx , X = X , {x,y) — Re{xy) = Re{xy) 

(ii) x{xy) = N{x)y , {xy)y = N{y)x 

(iii) x{yz) + y{xz) = 2{x, y)z , {zy)x + {zx)y = 2{x, y)z 

(iv) si {x,y) = , alors xy = —yx et x{yz) = —y{xz) , {zy)x = —{zx)y. 

Définition 1 On dira d'un élément x ^ d'une algèbre A non associative qu'il 
est inversible s'il existe x' & A tel que Vy £ A , x'{xy) = x{x'y) = {yx)x' = 
{yx')x = y. Ceci revient à dire que L^: y ^ xy et Rx'- y ^ yx sont inversibles 
d'inverses respectives L^' et Rx' ■ 

Proposition 3 Tout x G O \ {0} est inversible d'inverse N{x)~^x. En outre 
on a *Lx = Lx , *Rx = Rx ■ 

Proposition 4 On a les propriétés d'associativité suivantes : 



{ax){ya) 
a{x{ay)) 
x{a{ya)) 



a{{xy)a) 
{a{xa))y 
{{xa)y)a 



(ii) 



{xy)x = x{yx) 
x{xy) = x'^y 
{xy)y = xy'^ 
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(iii) RxLx — LxRx , L"^ — Lx^ , R^ — Rx^, Laxa — LaLxLa , Raya — RaRyRa- 

Proposition 5 L'application trilinéaire {x,y,z} = {xy)z — x{yz) est alternée 
donc antisymétrique. 

Proposition 6 

(i) x,y e O commutent si, et seulement si, {l,x,y) est liée et alors la sous- 

algèbre (unitaire) engendrée par x et y est isomorphe àC (on suppose que 
{x,y}^m). 

(ii) s'ils ne commutent pas alors la sous-algèbre qu'il engendrent est isomorphe 

(isométrique) au corps H des quaternions. 

(iii) si D est une sous-algèbre (unitaire) de O de dimension 4 (i-^- — et si 
a€ D-'- \ {0} alors = D® a.D et on a 

{x + ay){x' + ay') = {xx' - Xy'y) + a{x'y + xy') 

avec A = —N{a). 

(iv) soit a,b E (Ml)-'- unitaires et orthogonaux (alors comme ah = —ha) la sous- 
algèbre D engendrée par a., h est de dimension 4, et soit c G D-^ unitaire 
alors {l,a,b,ab,c,ca,cb,c{ab)} est une base orthonormée de O qui a la 
même table de multiplication que la base canonique. 

Proposition 7 Six, y ne commutent pas i.e. (l.x.y) est libre alors z n- {x,y,z} 
n'est pas identiquement nulle autrement dit Lxy i= LxLy ou encore par anti- 
symétrie Ryx ^ RxRy , ou encore LxRy ^ RyLx. 

Théorème 1 Si L^Ly = alors obligatoirement z = xy et donc x,y commu- 
tent, et de même RxRy = Rz =^ z = yx. Ainsi {Lx, x € O*} et {Rx, x € O*} 
ne sont pas des sous-groupes de GL{0) = GL(R^). 

Proposition 8 LxLy = LyLx <S=> xy = yx (idem pour R). 

2 Plans isotropes et Groupes opérants 

2.1 Analogie à l'aide des octonions 

Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, on va étudier l'expression 
q.q' dans O par analogie avec H. Soit donc q = {x,y), q' = {x',y') & O , alors 
on a 

~ = f^^ ( ^' \ ^ (^_^ + y'-y\ 

\y/\-y'/ \x'y-xy')' 

On peut aussi écrire en notant (ei)o<i<7 la base canonique de M* = O définie à 
la section 1 : 

7 

9 • «' = {q, q') + ^{q, e, • q')e^ . 

i=l 
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Posons Wiiq, q') = {q, Ri ■ q') , < i < 7, alors Ui est la forme symplectique sur 
associée à l'endomorphisme ((■C'ei)^ = —Id). On a alors 

7 

q-q' = {q,Q') + ^i^i{ci,q')ei ■ 

i=l 

On notera 

3 

B{q,q') =xx' + y'y = {q,q') +^uJi{q,q') et 

i=l 

et 

7 

q') =xy'-x^y = -^ LOi{q, q') ei-4, . 
Soit alors V = {{q, q') G S"^ x S"^ / B{q, q') = 0}. On a alors pour tout {q, q') G V 

q-q' = 



avec p Ç S^. Ceci s'écrit encore 



On a ainsi défini une fonction p: {q,q') G V 1-^ p{q,q') € S^- On peut calculer 
les coordonnées de q' en fonction de celles de q d'après l'expression précédente : 



-yp 

xp 



En particulier on voit que V est une sous variété de 5*^ x 5*^ difféomorphe à 
S'^xS''^, le difïcomorphisme étant évidemment {q, q') 1-^ {q, p). Enfin on remarque 
que p ne dépend que du plan orienté engendré par {q,q'). 

2.2 A la recherche de groupes agissant sur V 

Cherchons le sous-groupe de GL{8) qui conserve B, i.e. le groupe des élé- 
ments g G SO{8) qui commutent avec Ljt,Ljr , L^t , i-e. avec les i(x,o)j a; € H. 

f \ . . ( A B \ 

On a J^{x,o) ~ l Q L ) ^^"^^^ posant 9 ~ \ (j ^lona pour tout 



X e 



Q\(AB\_(AB\(Lx 
[ C D [ C D [ 
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En égalant la dernière matrice à on obtient : Va; S H [L^jA] — [L^^D] = , 
BLx = L^B, CLx = Lx. Les équations sur A, D signifient que A = Ra, D — Rd 
avec a, d G H. Pour S, C on a B{x.l) — xB{l) d'où B{ax) — âxB{l) mais on a 
aussi B(ax) = B{Lax) = âB{x) — âxB{\) or comme ax ^ âx en général on a 
donc B{1) = et donc i? = et de même pour C. D'où 

Théorème 2 g G 5*0(8) conserve B si, et seulement si, 



avec a,d£ S'^ , ainsi le groupe conservant B est SU(2) x SU{2). 

Remarque 1 Le groupe obtenu n'agit pas transitivement. D'autre part, con- 
trairement à ce qui se passe dans H, ici, comme on l'a vu dans la section 1, Rq 
et Lp ne commutent pas, {RqLp, q,p G 5^} n'est pas un groupe et on n'a pas : 



On peut se demander pourquoi le résultat est très difi'érent de ce qui se passe 
avec les quaternions où le groupe qui conserve {■,■)€, i-e. U{2), agit transitive- 
ment sur les bases hermitiennes. Cela s'explique par l'absence d'associativité. 
Dans H, si g G 50(4) commute avec Li et Lj, il commute alors avec Lk — LiLj 
tandis que dans O le fait de commuter avec Lj^r est une condition supplémen- 
taire. D'ailleurs, on peut voir que le sous-groupe de 50(8) qui commute avec 
L/T,LjT est de dimension 10 (car isomorphe à Sp{2) = J7(2,IHI)) et donc la 
condition de commutativité avec Lj^r , fait passer la dimension de 10 à 6 . Le 
groupe, X S^, ainsi obtenu est le bon groupe de symétrie recherché pour 
obtenir un système complètement intégrable, car pour écrire sous la forme 
d'un espace symétrique , on peut écrire = x S^/A où A est la diagonale. 
De même dans ^9j, il suffirait de se restreindre au groupe S^, or les auteurs y 
utilisent le groupe U{2) tout entier qui agit transitivement sur les bases hermi- 
tiennes, en écrivant que = U{2)/SU{2). On voudrait ici de la même manière 
trouver un groupe (contenant x S^) qui agisse transitivement (ou du moins 
"le plus transitivement possible") sur V. Car dans le cas où G agit transitive- 
ment sur V on peut toujours relever un couple (g, q') G en un élément de G, 
et le fait de travailler sur G permet de représenter une surface par un élément 
de ]R;li..G (dans ^01 on obtient ainsi une équation de Dirac). D'autre part, on 
veut comprendre la géométrie de V, i.e., la géométrie des plans isotropes pour 
les trois formes symplectiques Wi, z = 1, 2, 3 de la même façon que la géométrie 
des plans lagrangiens de est étudiée (ou rappelée) dans 0^. 

Le plus gros groupe qui conserve V est le sous groupe de 50(8) qui conserve 
la nufiité de S. Il est donné par : 

Théorème 3 Soit G ^ {g e SO{8)/B{q,q') = B{g.q,g.q') = 0}, c'est le 
plus grand sous-groupe de GL{8) qui stabilise V . Il existe un morphisme surjectif 
9: G ^ 0{'i) C 0(4) à valeurs dans le groupe des isométries de H qui fixent 1, 




{qb){q'b) = qq' . 
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tel que 9 ^(50(3)) = G°, la composante neutre de G, et ^{O (3)) = L^iG^ , 
donc 

G = G"uLeiG^ , 

et tel que tout g £ G'^ s'écrit 9 ^ ^«^(ff) ^ 0^^^ ^ ^^^^ Précisément 

De plus on a\fq,q' G O, B{g.q, g.q') = d{g){B{q,q')) pour tout g G G. i^n OMire 
pour tout g G G", on a 6{LEig) — 0{g)* — *0{g) où * désigne la conjuguaison 
de H qui est aussi l'élément —I3 de O(ImlHI) = 0(3). Enfin dans G*^, on a 
9{Diag{RaLc, RbLc)) = Intc = (x G ImHi-» cxc"'^). 

Démonstration — Dire que g G GL{8) vérifie B{q,q') = B{g.q, g.q') = 
revient à dire que {{q,Leiq') — 0, < i < 3) {(g.q, L^g-q') — 0, < i < 3) 
ce qui équivaut à 

3 

*gLe.5 = ^%ie,, Q<i<3. (2) 

3=0 

avec dij G M. Alors en posant 0{g) = (%)o<ij"<3, on a 9(gg') — 6{g)6{g') pour 
tout g, g' G G' = {.g G GL(8)/ = B{g.q,g.q') = 0}. En effet on a 

3 3 3 

\gg')L,^{gg') = %(5)ie,).9' = E E %(5)^jfc(5')ie. 

3 

d'où le résultat. Ainsi 6*: G' i— > GL(4) est un morphisme de groupe. Prenons i = 

dans Q, comparons l'équation obtenue avec sa transposée, alors en utilisant 
que *Lej — ~Lej pour j > 1, on voit que l'on doit avoir ^gg = 9ooId et 9oj = 
pour 1 < i < 3. En procédant de même pour i > 1 on obtient 0io = pour 

1 < i < 3 ; il en résulte que 9 — Diag{9oQ, /i) avec /i G GZ(3). De plus comme 
*gg = 9oQld, on doit avoir 9oo > et donc G' = R^.G avec, rappelons le, 
G = G' n SO{8). Maintenant en écrivant ^ pour i > 1 et g G G, et en utilisant 
le fait que les L^i, * > 1, anticommutent deux à deux, on obtient : 

-25ikld = g~^{Le,Le^ + Le^^Lei)g 

= {9~^Le^g){g-^Le,g) + {g-'^L,,^g){g-'^Le^g) 

= E l^ijl^kliLejLei + L^^Lf.j) 
3 
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d'où fi{g) e 0(3) si 5 G G. 

Cherchons, ensuite à quelles conditions g 







A B 
C D 



toujours (|2ll, et le fait que Lg^ = 
base canonique de ImH, cela donne 



G G. Pour cela , on utiHse 

avec (61,62,63) = (i,j,k) la 

-BL, 







AL,. 



où fi' = E,=oMue^ e 



^/c = ImlH . Ainsi pour A par exemple, on a 



Le'A = AL^i, d'où 6-.A(l) = A(^') ce qui imlique que 

= (a, e'i-a, e^-a, 63.0) = Ra 



A. 



/ 1 ^ 



* 
V / 



avec a = A{\). Finalement on a donc A = Ra.Diag{l, fj,) = Ra-0 et de 
même D ~ Rd.Diag{l, /i), B = Rb.Diag{l, —/j,), C = Rc-Diag{l, —^) = 
Rc.Diag{l, fi)* , où * = Diag{l, —I3) est la conjuguaison dans H. 
Ensuite on écrit qu'on doit avoir Lf.'.A{e'j) — A{^\ej) pour 1 < i,j < 3 en 
utilisant l'expression de A que l'on vient d'obtenir. On trouve, après calcul, 
que : 

{Le'. — AL^i, 1 < * < 3 ) {p = com{^) ou a = ) 

(com désigne la comatrice), comme fJ, G 0(3) cela veut dire det^ = 1 ou a = 0. 
On trouve la même chose pour D. Pour i? on a aussi : 



(ie 



-BL^^, 1 < i < 3) ^ (det(^) = -1 ou 6 = 0) 



et de même pour C. On achève la démonstration en remarquant que L^i = 
Id ' groupe des automorphismes de El est égal au groupe des 

automorphismes intérieurs de El qui n'est autre que SO{lmM). ■ 



Ce théorème permet de voir comment p: {q, q') i— > p{q, q') — xy' - 
forme sous l'action de G : 

p{g.q,g.q') = âp{q,q')b pour g = Diag{RaLc, RbLc 



x'y se trans- 



Ainsi l'action de G° sur V = {(9, p) G -S*^ x S*^} s'écrit g ■ {q, p) = (g. 9, âpb). 
En outre, on voit que l'action de G sur p définit une action transitive de G° sur 
S^. Si l'on oubHe les Le qui n'ont aucun effet sur p, et que l'on se restreint au 
groupe X S^, cette action n'est autre que le revêtement universel de 5*0(4). 
Maintenant pour g' = Diag{RaLc, RbLc)-LEi on a 



P{g' ■<l,g' -q) = o,p{q,q') b 
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On a donc trouve un groupe G Ac dimension 9 agissant sur V qui est de di- 
mension 10. Cette action ne peut donc pas être transitive. On est donc amené à 
étudier l'action de G sur les plans engendrés par les éléments de V, en espérant 
qu'elle soit transitive. 



Considérons l'ensemble des plans orientés de engendrés par les (g, q') € 



Q est une sous-variété compact de Gr2(M*) = {plans orientés de M^}, difféo- 
morphe à V/SO{2), l'action de 5*0(2) sur V étant donnée par {q,q') i-^ {q,q') ■ 
Rg— {cos9q + sm9 q' , — sinO q + cos0q'). En effet, comme V est fermé dans 
Y = {{q,q') orthonormées de M*^}, le graphe Ry de l'action de 150(2) sur V, 
Rv = Ry C] {V X V), est fermé, puisque Ry, le graphe de Y modulo 50(2) est 
fermé {Y/SO{2) = Gr2(M^) a une structure de variété quotient) donc V/S0{2) 
admet une structure de variété quotient et munie de cette structure c'est une 
sous- variété de Gr2(R*) de dimension 9. 
Lorsqu'on identifie V & x l'action de S'0(2) s'écrit 



G agit sur Q : si on note [q,q'] le plan engendré par {q,q') on a g-[q,q'] = 
[g-q,g-q']- Cette action n'est pas transitive. En effet, considérons Pq = [l,ii^^] 



alors G^.Po = {[^^ {l%<^,b,c € S'} = {[Q, Q], |a;| = \y\ = 1} est de di- 



mension au plus 6 < 9. De plus Lei[1,E^] = [E^,-l] = [1,E^]. Finalement 
G.Pq = G^.Pq est de dimension 6. 



2.3.1 Calcul du stabilisateur d'un point 

Soit Pq = [90,90] G Q et StabÇPo) le stabilisateur de Pq , alors comme G 
est compact , on sait que 0(Po) = G.Pq est une sous-variété compacte de Q 
et G/Stab{Po) = G.Pq. Ainsi si on avait dim{Stab{Po)) = 0, alors 0(Po) serait 
une sous variété de dimension égale à dim(G) = dim(Q), donc un ouvert de 
Q mais aussi un fermé car elle est compact, donc comme Q est connexe (car 
V X est connexe) on aurait que 0(Po) = Q donc G agirait transitive- 

ment or ce n'est pas le cas. Donc VPq G Q, dim{Stab{Po)) > et dim 0(Po) < 8. 

Les orbites sont en fait données par : 

Théorème 4 Q admet la partition suivante : 



2.3 Action de G sur les plans de V/S0{2) 



V : 



Q = {Plans orientés annulant wi, 102, W3}. 




g = G.Pi U G.P2 U U 



où 
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est un ouvert de Q. 

De plus on a G.Pi = {P e Q/{x,x') est liée} , G.P2 = {P £ Q/{x,x') = 
0, \x\ = \x'\} et enfinyP G U, G.P est une sous-variété compacte de dimension 
8. Ainsi, il y a deux orbites dégénérées G.Pi, et G.P2, et toutes les autres orbites 
sont de dimensions 8. 

On peut ajouter que \fP G Q, G^ .P ~ G.P et que 

• si P e G.Pi, alors Stab{P)ip = {±Idp} 

• siP e GP2, alors Stab{P)\p = SO{P) 

• siP eu, alors Stab{P)\p = {±Idp}. 

Démonstration — Dans un premier temps, on se restreint à l'action de G°. 
Soit donc P = [q,q'] E Q et posons q = {x,y), q' — {x',y') — {~yp, xp). Soit 
g e Stab{P), alors il existe 6' € R tel que 



g-{q,q) = {q,q') ■ Re i-e. g\p ^ Re 



ce qui s'écrit 



ex a — cos 6 X + sin 6 x 
ex' a = — sin 9 x + cos 9 x' 



et apb — p. 



(3) 



Si {x,x') est libre alors cela implique que M.aXi^j, .^,)(RaLc\[x,x']) = Ro^ ce qui 
nécessite que ou bien {x,x') — \x'\ — |a;| = ou bien 9 = Q mod tt. Ceci nous 
amène à différencier trois cas : 

1. {x,x') est libre et {{x,x') 7^ ou \x'\ - |x| ^ ) 

2. {x,x') est libre et {x,x') = \x'\ - = 

3. {x, x') est liée. 

Dans chaque cas, on détermine le sous-groupe de SO{4), {RaLc € 50(4) véri- 
fiant les 2 premières équations de lO}, ce qui nous donne alors dim Stab{P) et 
Stab{P)\p. On trouve alors que dim 5'ta6(P) = 1,2,3 dans les cas 1,2,3 respec- 
tivement. Ceci nous donne dim 0(P) dans chaque cas. Ensuite, dans les cas 2 et 
3, respectivement, on détermine facilement un élément g = Diag{RaLc, RbLc) € 
G" tel que P = g.P2 et P — g.Pi respectivement. Enfin, on vérifie que L^iPi = 
Pi, LE1P2 = P2 et que VP G U, LeiP S G°.P d'où G.P = G°.P, VP G Q. Ceci 
achève la démonstration. ■ 



2.3.2 Caractêrisation des orbites 

On cherche une fonction p: Q M. 
(et donc de G). Elle est donnée par le : 



dont les fibres soient les orbites de G' 
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Théorème 5 Soit p: [q,q'] G Q i-^ |Im(a;.a;')| G [0,5]. Alors les orbites de G 
sont les fibres de p : 

1. p-i(o) = G.Pi = {P G Q/{x,x') est liée} 

2. p-W) = G.P2 = {P e Q/ixy) = \x'\ - \x\ = 0} 

3. p-^QO, l[) = U et VP, P' e U, p{P) = p{P') ^ G.P = G.P'. 

Démonstration — D'abord p est bien définie car Im(x.x') ne dépend que du 
plan [q,q']. Ensuite, elle est bien à valeurs dans [0, |] puisque |a;'p + |xp = 
1. Elle est invariante sous l'action de G° : pour g = Diag{RaLc, RbLc) on a 
p{[g -q, g -q']) = |clm(x.x')c^^| ~ |Im(x.x')| = p{\q,q']), et sous l'action de L^i 
on a p{Lei [q, q']) = lm{-y .{-y'))\ = |Im(a;.x')|. 

Montrons réciproquement que toute fibre est incluse dans une orbite. On a 
p{[q,q']) = x.x' = a G M. <j=^ \x'\'^x = ax' <s=^ ix,x') est liée, d'où 
p~^{0) = G. Pl. Pour la suite on aura besoin du lemme suivant : 

Lemme 1 Pour tout P G Q, il existe un représentant {q, q') G Q tel que 

{x, x') = 0. 

Démonstration du lemme — On suppose que {x, x') ^ alors on a 
(cos^a; + sin^x', — sin^a; + cos^x') = cos(20)(x, x') 

= Acos{2e + (l)) 

et cette dernière fonction de 6 s'annule pour certaines valeurs de 6, ce qui veut 
dire qu'il existe un représentant de P tel que {x, x') = 0. 

Démonstration du théorème — Dorénavant, on suppose que {x,x') = et donc 
Im(x.x') = x.x' . Ainsi si \x.x'\ = i, alors = ^ et comme |xp + = 1 

on a donc |a;| = \x'\ — ainsi comme {x,x') = 0, on a P G G.P2. On a bien 

p-H{è}) = G.P2. 

Soit P,P' G U tel que p{P) = p{P') avec_P = [q,q'], P' = [gi, Alors 
p{P) = p{P') <=^ 3/x G 50(3) tel que lm{xi.x'-^) = iJ,{lm{x.x')) = clm{x.x')c~'^ , 
alors quitte à remplacer {q,q') par {g.q,g.q'), avec g = Diag{Lc, Le), on est 
ramené au cas où 

Ira{xi.Xi) = Im(x.x') 
et en prenant des représentants convenables, ceci s'écrit encore 

/yt^ /y /-/tf 

1*1 ' 

i.e. 

xipiyi=xpy (4) 

d'où 

/ kllz/l = killz/il / |a;| = |a;i| J |x| = |yi| 

\ \x\'^ + \y\^ = \x,\^ + \y,\^ =^ \\y\ = \yi\ \\y\ = \xi\ ' 
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On peut se ramener à la première des 2 possibilitêes quitte à remplacer {q, q') 

par {—q',q), on peut alors poser _ y j^ ' s^/ec a,b £ S^, et en revenant 

à Q, on obtient âpb — pi, donc g-{q,q') = {qi,q[) avec g = Diag{Ra, Rb) et 
finalement 

G.P = G.P'. 

Ceci achève la démonstration du théorème. ■ 



Théorème 6 SoitVi ^ R^-TTg^ç^^iU) = {{q,q') G 0*xO*/\q\ = \q'\, B{q,q') = 
etO< |Im(a;.x')l < èl^l^i- 

considérons l'action de (R^)^ sur V\ définie 

par : 

(a,/3).(<z,g')- ^^"""^ 



f3yj ' \ay 

Alors l'action de (R!j_)^ commute avec celle de G". Soit (go,9o) G tsl que 
{xo, x'q) — alors 

V(g, q') G Vi, 3(5, (a, /?)) G G° x (M;)^, 36» G M teZ qwe 

(5 ■ /3) ■ (<?o, Ço)) • -Re = 9') 

Il y a exactement deux possibilitêes pour (a,/3), l'une tel que a < \q\/{V2\xo\), 
l'autre tel que a > \q\/{V2\xQ\) . Re peut être changé en ~Re (et donc g en 
—g), g peut varier dans g.Stab{[qo,qQ]). 

Démonstration — Posons {qo,qo) — j^^{qo,q'Q) et {q,q') = j^\{q,q')- Alors on a 
p{{a',P')-iqo,q'o)) = a'f3'p{qo,q'o).On choisit a' , /î' tel que a'^ | io P | yo P = 1 
et a'f3'p{[qQ, gé]) = p{[q, q']), on montre que ceci est possible et qu'il y a exacte- 
ment deux solutions par l'étude de la fonction a' i~+ " ^ ^ dont la valeur 

(1-|*0P)5 

maximale est „, - "'n - , = „ ,} -, ^ . 

Ensuite, on pose {a,P) — {a'j^, P'j^)- Alors {a,P) ■ {qo,qo) est de norme |g| 
et [■|ij-(a,/3) • (go^go)] est dans l'orbite de [q,q'] donc il existe 5 G G'^ et 6* G K 
tel que {g ■ (a,/3) • (gcÇo)) ■ Re = {q,q')- ■ 



Remarque 2 L'action de (R;^^)^ permet de passer d'une orbite à l'autre tandis 
que G° agit transitivement sur chaque orbite. Cependant, l'action de (Rîj_)^ n'est 
pas compatible avec celle de S0{2) : elle n'envoie pas un plan sur un autre plan. 
Comme on le voit sur la démonstration, le théorème est valable pour les élé- 
ments de G.P2, i.e. on aurait pu prendre ^+-'^so{2) (Q'^Cl.Pi) = {{q, q') G O* x 
0*/\q\ = \q'\, B{q,q') = et Im(x.^') 7^ 0} au lieu de R;.7r~^(2) (^)- Dans le cas 

où [q, q'] G G.F2, (a,/?) est unique et donné par (a,/3) = (|g|/(V2|a;o|), |g|/(V2|yo| 
)). En ce qui concerne le point de référence (go,go); on ne peut pas le prendre 
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quelconque; comme on le voit sur la démonstration on a besoin de |^o||yo| = 
p{qo,Ôo)i i-e. {xo,Xq) = 0. On peut prendre par exemple 

""°'^((î)'(l)) 

et alors p{qo,qo) = 1. On a alors + = 2\q\'^ et les deux possibilitées 
pour {a, (3) dans le cas de U sont a < \q\ et a > \q\ tandis que pour G.P2 on a 
a = f3 = \q\. On voit aussi que le théorème est encore valable pour {q, q') G G.Pi 
et on alors a/? = et + /3^ = 2|ç|^ , mais évidemment on ne peut pas prendre 
{qo,q'o)GG.P^. 

Remarque 3 L'angle 9 a une définition intrinsèque. En effet, soit P e U, alors 
il existe un couple (gi, gi) € P unique à ±1 près tel que {xi,x'i) = 0, alors 6 est 
l'angle défini modulo tt tel que {q, q') — g'i) • Re pour [q, q'] = P. On a donc 
défini une fonction 

{q,q') G Vi^e{q,q')eR/7TZ 

Ainsi dans chaque plan P G U, il existe un axe privilégié. Cette axe permet de 
mesurer des angles de droites dans P. 



2.4 Décomposition de G et de son algèbre de Lie. 

On a défini l'application p par analogie avec le déterminant sur les bases 
hermitiennes de C^. On voudrait définir l'analogue du déterminant sur le groupe 
U{2), i.e., une fonction définie sur G à valeurs dans qui corresponde d'une 
certaine manière à p. 

Soit (go,9o) € V tel que /o(go)9o) = l- Considérons p{g-qo^ g-q'o) pour g G G°, on 
a 

p{9-<îo,g-q'o) = â.l.b = â.b . 

On se demande à quelle condition a-t-on p{g-qoj g-Qo) = Pig' -Qo, g' -qo)- C'est le 
cas si, et seulement si, a~^.b = a'~^b' a'a~^ = b'b~^ 3d G S^/ ^ ^/ _ 

i-e. g~^g' = (^'^^'^ ^ . Donc si go e G° est tel que p{go-qo,go-qo) = Po 

alors p{g-qo,g-qo) = Po si, et seulement si, g = go- (^'^^'^ ^ J . Pour go, on 



V RdLc 

peut prendre par exemple go = i^n ^ \ - ^ f^it le théorème suivant : 



Théorème 7 Soit 



Alors : 
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(i) G" est un sous-groupe distingué dans G" ; G" < G". 

(ii) G° est le produit semi-direct de G^ et Gg ; G° = G^ x G[î. 

(iii) Ceci permet de définir une application p: G° ^ définie par 

fid 0\ (RaL, \ 

{O RpJ-\ RaLj ^ ^ ■ 

En outre si {qo,qo) ë V est tel que p{qo,<ïo) = 1 alors p est aussi donnée 
par p: g Ç p(5-90) ff-Ço)- P invariante par multiplication 

à droite par G^ : p{g.h) = p{g) V.g G G", V/i e Gg. 

(iv) p{g-^ ■ q, g-^ • g') = 1 <^ p{g) = p{q, q'), pour g S G°, (g, q') e V. 

Démonstration — Pour (i),(ii) et (iii), c'est un simple calcul. Pour (iv) il suffit 
d'utiliser p{g.q, g.q') = âp{q, q')h. ■ 

Remarque 4 On voit que les ne jouent aucun rôle dans le théorème précé- 
dent. Il résulte en particulier de ce dernier que l'on a : 

53 = g7g[| = S^x s^/a 

où A est la diagonale. 

Soit 0,00)02 les algèbres de Lie respectives de G°,Go et G2. Alors on = 

02 ® 00 et 02 est un idéal de (on a [0,02] C 02) et est stable sous l'ac- 
tion adjointe de G^. On a = | ^ R îj. ^ ' ^' ^ Im]Hl|, 0o = 

{{'"t" b-^H 

Considérons le groupe Q, composante neutre du groupe des isométries affines 
de conservant la nullité de B, que l'on représente comme G° ix muni du 
produit 

(G, T) • (G', T') = {GG', GT' + T). 

Alors l'algèbre de lie de ^ s'écrit = = 0o ® 02 ® R^, le crochet étant 
donné par 

[{V,t),iv',t')] = i[ri,r,'],r,t'-r,'t) 

On a alors les relations suivantes : [0,IR^] = K^, [M^,M^] = 0, [0o,flo] = 0o, 
[00,02] = 02, [02,02] = 02- 

3 Surfaces Ey 

3.1 Immersions conformes Ey 

Définition 2 On dira qu'une surface immergée, S, de O est une surface 

si yz ë S, TjE S Q. En outre à S est associée la fonction ps à valeurs dans 
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définie par 

En particulier, soit X : ^ O une immersion conforme d'un ouvert simplement 
connexe de dans O, alors on dira que c 'est une immersion conforme Sy si 

Vz=(u, dX = e-^ {q du + q' dv) 

avec {q,q') G V, i.e. \q\ = \q'\ = 1 et B{q,q') = 0. En outre on dira que 
z ^ ^ est un point régulier de S si T^S G U (i.e. < |Im(x.x')| < ^ 
avec q = {x,y), ç' — {x',y'), pour une immersion conforme Sy^. Dans le cas 
contraire, on dira que S admet un point singulier en z. On dira alors que c'est 
un point singulier de type Pi si TzT, £ G.Pi, et de type P2 si TzT, e G.P2 
(i.e. |Im(a;.a;')| = Q et |Im(x.x')| = ^ respectivement). 

Définition 3 On appellera relèvement Sy une application U = {F, X) : Q, ^ Q 
telle que X soit une immersion conforme Sy et que p o F — px . 

Le groupe de gauge C°°(ri, Gg) agit sur l'ensemble t/(Sy) des relèvements 
Ey : {F,X)-{K,0) = {FK,X). L'orbite de {F,X) est l'ensemble des relèvements 
correspondants au même X. Dans chaque orbite, on peut prendre par exemple 



F = 7^p, := 



Id 

Rp^ 



alors tout relèvement de X est de la forme {TZp^M, X) avec M £ C°°{Q, Gq). 

3.1.1 Forme de Maurer-Cartan 

Soit U — {F,X) — {TZpM,X) un relèvement Sy alors sa forme de Maurer- 
Cartan est donnée par U~^.dU — (F^^ .dF, F~^ .dX) avec 

1 jci ïi r— 1 1^ ^ \ i\,T \ ïi f— 1 



p-'.dF = Ar'ir, „ ]M + M-\dM (5) 
\U Rdp.p-^ J 

\ _^ (Rda.a-^ + Lc-idc 



Ra{dp.p-^)a-^ J \ Rda.a-^ + Lc-ia 

en posant M = Diag{RaLc, RaLc) {{a, c) n'est défini qu'à ±1 près mais il est 
simplement connexe.), 

• F~^.dX — e^{Eidu + E2dv) avec p{Ei,E2) — 1 (d'après p o F — px ei \e 
théorème [l(iv)). Ainsi E2 = Q.i^i = E^ .Ei d'où 

F-\dX = Q du + {^^^ dv avec + jyj^ = e'^. 

Réciproquement, si F^^.dX est de cette forme, alors X est une immersion con- 
forme Sy et d'après le théorème H- (iv), U — {F,X) est un relèvement Ey, i.e. 
px = po F. D'où le théorème suivant et son corollaire : 
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Théorème 8 Soit U = {F,X): Q ^ G , alors U G Q{T,v) (Le. X est une 
immersion conforme Sy et px = P° F) si, et seulement si, 

F-^.dX = Q du + (^^^ dv avec {x, y) ^ 0. 

En outre zq est un point régulier si, et seulement si, < |Im(a;.a;')| < |(|a;p + 
un point singulier de type Pi ou P2 si, et seulement si, \lm{x.y)\ = ou 
|Im(a;.y)| = + respectivement. 

Corollaire 1 Soit a G T*Çl (g) g, alors a est la forme de Maurer-Cartan d'un 
élément U G GiJ^v) si, et seulement si, : 

(i) da + a f\a = Q 

(ii) si on pose a = (ry, t) alors t=i^\du+{ ^\ dv avec {x, y) ^0. 



Dans ce cas, suivant les valeurs de \\va{x.y)\, on peut connaitre le type du point 
z € Cl pour l'immersion X. 

Posons 

S-i = {Q-z(^7),(x,y)eo|cO®C 

fli = {Q+t(7),(x,t/)eo|cO®C. 

Ce sont des sous-espaces complexes de O (8) C : ce sont les sous-espaces propres 
associés aux valeurs propres i et —i respectivement pour l'endomorphisme de 
O (g) C : L^i- En particulier O (g) C = 0_i ® gi et 0_i = Qî. 
Les actions respectives de (R^)^ et SO{2) stabilisent l'ensemble des couples 

(C).(7))^ 



{a, (3) 



^-y^^ Re = (Re(^),Re(-'^ 



y j \x j j \ \yj \x 

Ainsi, on peut faire agir ces deux groupes sur Q-i et 0i respectivement et donc 
sur O ® C. En particulier, on a 

Re 

Posons 



yj \ •'^ J J \\y / \ •'^ 



3-1 = \Q-^^yj/0<\Im{x.y)\<\{\xf + \y\y^ 
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Ce sont des ouverts, stables par homothctic complexe, de g_i et gi respective- 
ment. Posons aussi Fi = {q — iL^iq/ \m{x.y) = 0} et = {q — iLEiq/ \lm{x.y)\ 

= U\^\' + \y?)}- 

Soit a G T*0 (g) g, a = (77, t), tel que da + a /\ a = et écrivons t = a_i + ai 
la décomposition de t suivant Q-i © gi. Alors on a ai = oTY car t est réelle. 
Alors a est la forme de Maurer-Cartan d'un élément de QÇEv) si, et seule- 
ment si, a_i = a_i(^)(iz (et donc ai = ai{-^)dz). Ceci permet de réécrire le 
corrollaire sous la forme : 

Théorème 9 Soit a G T*Q (g) g, tel que da + a A a = 0. Alors a correspond à 
un élément si, et seulement si, a_i(^) = et a_i(^) ne s'annule pas . 

Dans ce cas X a un point régulier en zq si, et seulement si, a-i{-^){zo) G g*_i, 
un point singulier de type Pi ou P2 si, et seulement si, a-i{^){zQ) G Fi ou F2 
respectivement. 

Remarque 5 1. L'action du groupe de gauge C°°(0, Gq) sur GÇ^v) induit 
une action sur les formes de Maurer-Cartan : 

{r],t) {Kr)K-^ - dK.K'^, K.t) 

2. O ® C = (g) C est un H-espace vectoriel (à gauche ou à droite au choix) . 
Il en est de même de g_i et de gi : 

g_i = {a:.e + y.(LBi-e), e tf} =H.e®H.(LBi.e) 

gi = {x.ë+y.{LEi.e),{x,y)&m^)=m.ë(Bm.{LEy.e) 



où e = 




3. On a aussi 0(g)C= (HOC)^ Ainsi 

g_i = {{x + iy).e/{x + iy) eW®C\ = {m®C).e 
Qi = {{x + iy).l/{x + iy)&m®C} = {U®C).ë. 

3.2 Décomposition de l'algèbre de Lie. 

Considérons l'automorphisme intérieur r de G défini par (— L£;i,0) : 

r(G,T) = (-LBi,0)(G,T)(-Lsi,0)-i = {-LeiGLei,-LeiT) 

T induit un automorphisme de l'algèbre de Lie g (= Ad(-L^^^fi)) qui vérifie 
t'^ = Id, donc T est diagonalisable dans g"' = g (g C et ses valeurs propres sont 
les i'^, < /e < 3. On notera g^ les espaces propres. On a alors : 

• 0-1 = 0-1 

~c 

• 01 = 01 

• 00 = 00 = 00 C 

• 02 = 02 "H) C , où 02 = {Diag{—Fiy, Ity), 7 e ImH} n'est pas une algèbre 
de Lie. 
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Comme r est un automorphisme on a [§^,0f] C 0('s.+;) 4 et de plus on a 
aussi [g^i,0^i] = 0. 

id piujei^tiuii OUI 

Â^i © Ào ® fl'î ® 02 , et Qffc = [a]k. Alors on a 



On notera [.]k- la projection sur suivant la décomposition 



En substituant cette expression de a dans l'équation + a A a = on obtient 
en projetant le résultat sur chaque espace propre : 



da_i + [q!_i a ao] + [ai A 02] = 

(6) 



dao + ^[ao A ao] + ^[a2 A a2] ~ 



dai + [«1 A ao] + [a_i A «2] = 
da2 + [ao A a2] =0 

Posons a'). = ak{-§^)dz, a'j. = a{-^)dz. On a vu que a est la forme de Maurer- 
Cartan d'un élément de 5(Sy) si, et seulement si, a_i = q;'_i et ai = a". Ainsi 
a = a2 + a'_i + ao + a" + a2- Les équations ^ s'écrivent alors : 



da'_i + [a'_i A ao] + [a" A a'2] = 

dao + I [ao A ao] + ^ [a^ A a'^] = 

da'i' + [a'I A ao] + [a'_i A a'.^] = 

da2 + [ao A a2] ==0 



(7) 



Posons pour A <E C*, 



ax = A^^ajj + A~^a'_i + ao + Aa" + A^a2 

\ Il A'^ + A'^ A'^ — A'^, , 
= A a_i+ao + AaiH ^ H 2Î (*"2)- 

Alors on a 

da\ + aA A aA = \^'^{da_i + [a^i A ao] + [a" A a^) 
+ (dao + ^[ao A ao] + ^[aj A aa']) 
+A(dai + [a{ A ao] + [a^i A a2]) 
''^ (da2 + [ao A a2]) 

{d{*a2) + [ao A (*a2)]) 



2 

A2 - A-2 



2i 

A2 - A-2 



(d(>i=a2) + [ao A (*a2)]) 



2i 

On peut maintenant démontrer le théorème suivant : 

Théorème 10 On suppose fl simplement connexe. Soit a G T*rt §. Alors 
• a esi la forme de Maurer-Cartan d'un élément de Q{Y,v) si, et seulement 
si, da + a A a = 0, a" 1 = a'i = et a'„i, a" ne s'annule pas. 
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• Dans ce cas, a correspond à une immersion conforme telle que px 
est harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan prolongée 
a\ — \^^a'2 + \^^a'_i + «o + Aa" + A^a2 vérifie 

daA + aA AttA = 0, VA e C*. (8) 

Démonstration — On a déjà vu le premier point. Quand au second, il s'agit 
d'après le calcul précédent de montrer que : px est harmonique si, et seulement 

si, d(*Q!2) + [uq a (*Q!2)] = 0. Or on a 

ao + a2 ^ F-^ AF ^ „ ° ] + M-\dM 

d'où 



«2 



a(dp.p-i).a-i U ^ -^7/2 U ^ 



avec 7 = dp.p ^, et 

ao = Af-idM + Af-i. „Mm 
V -K7/2/ 

Posons /3 = ( ^'•'/^ ^ I . Alors p est harmonique si, et seulement si, d{*^) - 
\ U «7/2/ 

(Ap + |dppp)p^^c?u hdv — Q si, et seulement si, = 0. Or 

(i(*/3) = d{M{^a2)M-^) = A/(d(*a2) + [{M^^ .dM) A (*a2)] )Af"^ 
De plus on a [(Af"^.(iAf) A (*Q!2)] — [o-o A (*Q!2)] puisque 

(V «!J = î"" ("'''o " = ° 

car [7 A (*7)] = 0. Finalement on a 

d{*P) = M{d{*a2) + [ao A (*a2)] )M~^ 
ce qui achève la démonstration du théorème. I 



Remarque 6 Chaque point de la surface sera régulier, respectivement singulier 
de type Pi, ou P2 si, et seulement si, Q!_i(^) G gl^, Fi ou ^2 respectivement. 
En outre il suffit que ijHJ soit vrai pour tout X G pour que px soit harmonique. 

Corollaire 2 Supposons que fl soit simplement connexe. Soit a G T*rt (g) g Za 
forme de Maurer-Cartan associée à une immersion conforme dont le px est 
harmonique, et zq fl. Alors pour tout A G 5^, il existe un unique relèvement 
Ey, Ux e C°°{Q,g) tel que 

dUx = U\a\ et U\{zo) = 1. 
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Ainsi il existe un famille iX\)xes'^ d'immersions Sy dont le px est harmonique 
donnée par U\ = {F\,X\), tel que X — Xi (en supposant que ^(^o) — 0)- En 
outre si X admet un point régulier (resp. singulier de type Pi ou P2) en z <E il, 
il en est de même pour X\ pour tout A € S*^. Autrement dit le type d'un point 
2 G fi est le même pour toutes les immersions X\ . 

Démonstration — Il suffit d'appliquer le théorème précédent et de remarquer 
que pour A G 5^, q;a est à valeurs dans g, et qu'on a («a)'-! = X~^a'_i. ■ 



3.3 Equations associées (linéaire et non linéaire) 

Soit X une immersion Sy sur Q, simplement connexe. Posons {Ei,E2) = 
efn-'^{q,q'). Alors E2 = £^^.£^1 i.e. en posant Ei = Q ^ Q on a. E2 ^ ("/). 
Alors écrivons que dX = TZp{Eidu + E2dv) est fermée, on obtient 

où 7 = 'judu + jvdv = dp.p^^ , ce qui s'écrit encore 



dx dy 
dv du 



(10) 



On va essayer de retrouver cette équation en utilisant le relèvement U — {TZp, X). 
Alors on a 

a ^ U-\dU ^ (J^ç^ ^^,Eidu + E2dv 

Posons E = \{E^ - 1E2) = \{Q - z(7)) = x.e + y.{LEi.e) = [x + iy).e. On a 
alors : 

a'_i = Edz, a" — È.dz, = Diag ^—Rj, 2^''^ ' ~ Diag ^— — iî^, '^^i^ ■ 
Projetons l'équation da + a ha — Q sur g_i, on obtient : 

On vérifie facilement que cette équation est équivalente à © ■ Nous allons main- 
tenant utiliser le théorème El pour réécrire cette équation. 
Soit 5 : fl ^ G, a,/3 : fl ^ (R;)^ et 6» : f7 ^ M tel que 

{E^,E2) = {g-{a,P)-{qo,q'ç,))-Re 

où (go,9o) = ^^-^2^ ' "^^^ exemple, et où on écrit H = E©IR/©RJ© 

M.K pour ne pas confondre le i des complexes provenant de la complexification 
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avec celui de H. Comme p{qo,qo) = p{Ei,E2) = 1, on a p{g) — 1 i.e. g = 
Diag{RaLc, RaLc)- On peut aussi écrire que 
iPyo).e) alors lfTT)l s'écrit 




g ■ {{axo - iPyo) • e) = 



ce qui s'écrit encore, tout calcul fait et en factorisant par e .g 

+ Ia (a7(ê)«-^) + Ç^Â (a7(ê)«-^) = 0. 



(12) 



où on a posé A — axo + i(3yo ~ l^i"^ ~^ à — da.a ô — c ^.dc. Les 

inconnues à, S et ^y' — aja^^ sont les paramétres qui interviennent dans la 
forme de Maurer-Cartan, F^^.dF, du relèvement F de px, donnée par 
Ainsi, on peut considérer que l'on construit px à partir de la représentation 
de Weierstrass pour l'espace symétrique = G^/Gg (cf. ^), alors cela nous 
donne la forme de Maurer-Cartan, F~^.dF, et on peut donc considérer à, S et 
7' comme des paramètres, les inconnues étant alors 9 et A. Cependant, il y a 
alors un problème de compatibilité puisque ^4 G (M © RI) (g) C. 



4 Groupe de lacets 

4.1 Définitions et notations 

Définition 4 Soit G un groupe de Lie, on appellera groupe de lacets sur G, le 
groupe G°°(5^,G) que l'on notera AG (cf. [12] ). 

Dans notre cas, les groupes considérés sont G, G", Gq, Gj. On définit les groupes 
suivants : 

AGr = {[\^Ux]e AG/U.,x = riUx)} 
AG^ - {[\^Ux]eAG''/U,x = T{Ux)} 
A^Gr = {[-^ Ux] e AGr /Ux se prolonge en une fonction holomorphe sur 

le complémentaire du disque unité et Uoo = 1} 
A'^Gr — {['^^ Ux] e AG'^ /Ux se prolonge en une fonction holomorphe sur 
le disque unité } 

AgÇ/^ = {[A 1-^ Ux] G AG^^/Ux se prolonge en une fonction holomorphe sur 
le disque unité et Uo G (B, 0)} 
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où B est un sous-groupe de G°. De manière analogue, on définit les algèbres de 
Lie suivantes : 



A0^ 
A^fl^ 



A-^flï: 



{[A ^ ax] e AQ^/aix = T{ax)} 
{[X^ax]eA~0^/axe0, VA e S^} 

{[A i-^ ax] G Aq^/œx se prolonge en une fonction holomorphe sur 
le complémentaire du disque unité et Uoc — 0} 
{[A 1-^- ax] ë Ag^/ax se prolonge en une fonction holomorphe sur 
le disque unité } 

{[A ax] G Ag!^/aA se prolonge en une fonction holomorphe sur 
le disque unité et «o G (b,0)}. 



T{ax), VA G est équivalente à âfe G §^ 



où b est une sous-algèbre de Lie de go. 
On voit que la condition aix 

avec ax = J2kez '^k^^- En outre, on a Ag*^ — A'^q^ © A+g*^, ce qui permet de 
définir une projection :[-]A-gC : Ag!^ A~g!^. On peut alors réécrire le résultat 
de la section précédente : 



Corollaire 3 Soit a une 1-forme sur fi à valeurs dans g qui donne lieu à une 
immersion Sy dont le px est harmonique. Il lui correspond alors une 1-forme 
à valeurs dans Aqt, «a , qui vérifie l'équation de courbure nulle et telle que 



ax Trr 



et 



= A" 







a-i 



Qf_2 



^0. 



Réciproquement, à toute 1-forme ax G Ag^ vérifiant ces conditions correspond la 
1-forme a = a\ qui donne lieu à une immersion Sy dont le px est harmonique. 
En outre, il existe une unique fonction Ux- ^ AQr tel que dUx = Uxol\ et 
Ux{zo) — 1. Ux sera appelée une extention Sy de U = Ui. 

Démonstration — C'est une conséquence immédiate du théorème El et du fait 
que, comme a est réelle, on a âfc = â-k- B 



4.2 Théorèmes de décomposition de groupe 

Ecrivons les décompositions d'Iwasawa des différents groupes que l'on a ren- 
contrés : 

{Ra,aeSY = {Ra,aeS''}.Bn^ 
{Le, ces'' f = {Le, cG 
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On remarque que Br et Bl commutent. Ensuite, on a 

SOiAf = {iî,L„ a, c e 5^}^ = 50(4).(SKSi). 

Alors on en déduit = G°.B et cf = G[].6o avec 



Bo = U'^n ,A&Br,C EBl 



Soit F = i:)m.g(A, S) G G°^, S e S'0(4)^) alors on a r(F) = -LeiFLei = 
Diag{B, A). Ainsi si (A i-> Fx) G AG" , alors Fx € AG° si, et seulement si, 
en écrivant Fx — Ylkez^'^k^^^ on a F4i; € {Diag{RaLc, RaLc), a,c & H ® C} 
et F2fe G {F>iag{RaLc, —RaLc), a, c e H (K) C}. En particulier, si (A i-^ Fx) e 
AgG^"' alors , comme Fq G S, on en déduit que Fq g Bq, donc AgG^*" = 

On va utiliser le théorème suivant (cf. 221) sur les groupes de lacets. 

Théorème 11 Soit G un groupe de Lie compact, son complexifié et G^ = 
G.Bg sa décomposition d'Iwasawa. Alors 

(i) La fonction produit 

AG X A+^G'^ — > AG^ 

est un difféomorphisme. 

(ii) Il existe un ouvert Gq de AG"' tel que la fonction produit 

A-G^xA+G^ ^ Gg 

est un difféomorphisme. 
On va en déduire : 

Théorème 12 (i) La fonction produit 

AG°xA+^Gf AGf 
{Fx,Bx) I — > Fx-Bx 

est un difféomorphisme. 
(ii) Il existe un ouvert C de AG° tel que la fonction produit 

A-GfxA+Gf — > G 
est un difféomorphisme. 
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Démonstration du théorème^^ — (i) D'après le théorème E], l'application 
(Fa, Bx) g AG° X A+G°^ < — > Fx-Bx G AG°^ est un difféomorphisme. Soit Ux G 
ACf alors Ux = Fx.Bx avec (Fa, Ba) G AG°xA+G°^ et F,a.B,a = r(FA)T(BA) 
or t(G°) c G° et t{B) C S donc t(Fa) G AG^ t(Ba) G A+G"^ or d'après le 
théorèmeEl il y a unicité de la décomposition d'où F^a = t{Fx), Bix = t{Bx), 
finalement Fa G AG°, B G A^G^ = A^^Gf ce qui démontre (i). 
(ii) G = A~G'Î^^ .A'^G'^^ est l'image par un difféomorphisme (celui donné par le 
théorème nu de A'G" x A+G° donc c'est une sous-variété de AG° difféo- 
morphe à A~G°^ x A+G°^. En outre G — Gqo D AG^"" donc c'est un ouvert 
de AG?^. ■ 

Passons maintenant aux applications affines : 

Théorème 13 (i) On a la décomposition suivante : 

Ag^^AGr.A+^g^ 

(ii) // existe un ouvert G de AQ'^ tel qu'on ait la décomposition suivante : 

G = A-g^.A+g^ 

Démonstration — Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration faite 
dans [0], en remplaçant Lj par Lei- B 



4.3 Représentation de Weierstrass 

Nous allons suivre la même procédure que dans jH] (i.e. utiliser les méthodes 
de PI en les adaptant). 

4.3.1 Potentiel holomorphe 

Définition 5 Soit /i une 1-forme sur il à valeurs dans Aq^, alors on dira de ^ 
que c'est un potentiel holomorphe si on a 

MA = ^ An A" 

n>-2 

avec fin — fn{^)dz où fi"n{-§^) est holomorphe. 

Théorème 14 Soit U = (F, AT) un relèvement Sy dont le px est harmonique 
et Ux = (Fa, Xx) : — » AQt- son extension (fl est simplement connexe, on 
a choisi zq G fi ei Ux{zo) = /d VA G S^). Alors : 

• Il existe une fonction holomorphe Hx '■ ^ AÇJ^ et une fonction Bx'- ^ ^ 
^BoSr tel queUx^Hx.Bx. 



26 



• En outre la forme de Maurer-Cartan fix = H^^.dH\ est un potentiel 
holomorphe : on dira que c'est un potentiel holomorphe pour Ux . 

démonstration — L'existence de Hx et Bx est reliée à la résolution de l'équation : 
qui est équivalente à 

dBx 



dz 



Bx {ao + Aai + A^aj) (^^^ 



avec la contrainte que (A i — > Bx{z)) £ Ag^t/^ pour tout z G fi. L'existence de 
Bx s'obtient en suivant les mêmes arguments que j^j. Pour montrer que jix est 
un potentiel holomorphe, il sufSt d'écrire : 

^ix = H-\dHx = Bxiax - B-\dBx).B-^ 

et d'utiliser le fait que (A i — > Bx{z)) G Ag^^^ et que z ^ Hx{z) est holomor- 
phe. ■ 

Inversement tout potentiel holomorphe produit une surface dont le px 
est harmonique : 

Théorème 15 Soit /ia un potentiel holomorphe, zq £ Çl et une constante 
dans AÇ/^ (par exemple = Id). Alors 

- Il existe une unique fonction holomorphe Hx '■ ^ — > ^Qtj Q'^^ 

dHx=Hxtix et Hx{zo)^Hl 

- En appliquant la décomposition AÇ'^ = AÇ-r-A^^^Gr à Hx{z) pour chaque 
z, on obtient deux fonctions Ux'- ^ — > AQr et Bx'- ^ — > ^Bo^^ 
que Hx{z) — Ux{z).Bx{z) Vz g Çl. Alors Ux est une extension Sy d'une 
surface Sy dont le px est harmonique (pourvu que â_i ^0). 

- De plus jJLx est un potentiel holomorphe pour Ux- 

Démonstration — On a dpx — 0, de plus px{-§^) = implique px Px — d'où 

dpx + px /\ px = 0, 

et il existe donc une unique fonction holomorphe Hx : il — > AÇ^ tel que 

dHx = Hx-px (13) 

et Hx{zo) ~ HI- Ecrivons la décomposition du théorèmeElpour Hx{z), z e fi : 
il existe un unique couple {Ux, Bx) G AQr x Ag^Ç^ tel que Hx{z) = Ux{z)-Bx{z). 
Alors en utilisant on a 

U^\dUx = Bxipx - B^\dBx)B^^ (14) 
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Posons a = U^^ ^ .dU\. Alors Ijl4|l nous dit que a\ doit s'écrire sous la forme 

«A = ^ â„A" 

Mais comme a\ est réelle par définition, on a â„ = â_„ et donc 

De plus, en utilisant B^^ — È^^ — XB^"^ BiÈ^^ + ■ • ■ , il résulte d'après Ijl4ll 
que 

â_2 = 50^-2-8(7^ et â-i ^ Bofl-iÈQ^ + BifL-2BQ^ - Bofi-2Bo^ÈiÈQ\ 
c'est à dire : 

â-2 = Bo(l-2Bç^^ 

â-i = Bofi-iBQ^ + [BiBq^ , Bofj.-2BQ^] . 

Ainsi on voit que â_i et â_2 sont des (l,0)-formes. De plus comme a\ vérifie 
automatiquement la condition da\ + a\ A a\ — alors le corollaire El implique 
-pourvu que â-i 7^ - que U\ est une extension Ey dont le px est harmonique. 
Enfin comme Ux — H\.B^^, on voit que fix est un potentiel holomorplie pour 

Ux. m 



4.4 Potentiel méromorphe 

Le potentiel holomorphe construit au théorème^lest loin d'être unique. On 
peut remédier à cela en incluant les potentiels méromorphes. 

Définition 6 Un potentiel méromorphe est une 1-forme méromorphe sur fl à 
valeurs dans Aq'^ qui s'écrit 

Ma = A"^/î_2 + A~^/Î_i. 

Théorème 16 Soit Ux ■ — > AQt une extension Sy (dont le px est har- 
monique). Alors il existe une suite de points isolés de fl , S = {a„, n £ 1} tel 
que : 

-yzen\ {a„, n e /}, Ux{z) ec = A-g^A+g^. 

- De plus les fonctions U^ : fl \ {a„, n S /} — > A^g'!^ et U^ : fl \ {a„, n G 
1} — > A+ÇJ^ ainsi définies sont holomorphes . 

- En outre U^ s'étend en un fonction méromorphe sur fl. 

- Sa forme de Maurer-Cartan p,x — {U^)^^dU^ est un potentiel méromor- 
phe. 

Démonstration — C'est une simple adaptation de la démonstration de p]. B 
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Remarque 7 Le potentiel holomorphe est unique par unicité de la décomposi- 
tion U\ — .U^ . D'autre part, on peut retrouver X\ en appliquant la méthode 
du théorêmeElà /iA- En effet, comme on peut toujours supposer que U\{zo) = 
Id, on a U^{zo) — Id donc est solution de iix = {U^)~^ .dU^ , {zq) = Id. 
En outre, on peut écrire = BxH avec H £ C°°(17 \ S,G'^) et Bx G 
C°°{n \ S,A^^g^), alors on a = UxiU^y^ = {UxH-^)B^^ mais UxH-^ 
est la partie KÇr dans la décomposition de suivant KÇ^ = AÇJr •Ag^.^ÇJ^ sur 
\ S" et UxH^^ est un relèvement de Xx- 



5 Le vecteur courbure moyenne 

On se propose de calculer le vecteur courbure moyenne d'une surface Sy- 
Soit X: il C — î- M® une immersion conforme Sy. Alors on a 



0-2/ 



H 



AX 



dq dq' 
ou ov 



Posons {Ei,E2) — TZp ^{q, q'), alors 



e-f 



ôEi dE2 fO 



du dv 







El 





R-y, 



E2 + fuEl + fvE2 



avec comme d'habitude 7 = dp.p ^. En outre, en écrivant que d{dX) = 0, on a 



dEi dE2 [0 



dv du 



R. 



El 




R 



•7i 



E2 + fvEi — fuE2 = , 



appliquons l'endomorphisme L^i à cette équation 
dEi dE2 



-y-iv 

du ' dv ' \ 
Injectons cela dans l'expression de H : 







H 



l j/.7u + x.7„ 



-R 



•7' 

R 







El 



UE2 + fuEi = 0. 



^^1. 1 p 
i?,..' 



En posant 7'' = dp.p ^ et 7^ = p ^-dp, on peut réécrire cela sous la forme 



e-f 



-R^d 

" R^f- 



'R-yd 

" R^> 
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6 Surfaces cjj-isotropes, p-harmoniques 
6.1 Le produit vectoriel de O et le groupe Spin{7) 

Considérons l'application A: u elmO i-^ --L^ ^ EndR(O) © EndR(O). 

On vérifie que A{u)'^ — — \u\'^Id. Ainsi, A est une application de Clifford et on 
montre qu'elle se prolonge en un isomorphisme d'algèbre Cl{7) = EndR(O) © 
EndR(O) (cf. m). On a de plus C«(7)p'^'™ ^ EndM(O) et Spin{7) est le groupe 
engendré par {L„, u g S'(ImO)}. D'autre part, g £ SO{8) appartient à Spin{7) 
si, et seulement si. 

Vu e Im O 3w e Im O = mV 

Cette propriété nous donne aussi la représentation vectoriel de Spin{7), 
X'- Spin{7) — > 5*0(7) (revêtement universel de 50(7)) : Vg € Spin{7), Vu € 
ImO 

Lxçiu) = 9 Lu (15) 

ce qui donne Xgi'^) — 9{'^9~^{^))- On ^ alors que g G 0(0) est dans Spin{7) si, 
et seulement si, 

9{uv) = Xg{u)9{v) (16) 

pour tout UjW e O (on pose Xg(l) ~ 1). 

Considérons maintenant le produit vectoriel de O : 

q yc. q = — Im {q.q') — Im {q .q) 

pour 9,(7' e O. C'est une application antisymétrique de O x O dans ImO. Ainsi 
elle définit une application 

p: Gr2(0) — > 5(ImO) 
q f\q' I » 9x9' 

de la grassmanienne des plans orientés de O dans C ImO. La propriété 
fondamentale qui va nous permettre de faire dans un cadre plus général ce que 
l'on a déjà fait pour les surfaces Sy est la suivante 

Vg G Spin{7), (g.q) x {g.q') = Xg{q X q'). (17) 

Elle veut dire que le produit vectoriel est 5pm ( 7)— équi variant (lorsque Spin{7) 
agit sur O x O de manière naturelle et sur ImO = M'' par l'intermédiaire de x)- 
En particulier lorsque l'on se restreint aux actions de Spin{7) sur Gr2(0) et sur 

= 5(ImO) alors p est 5pm(7)— équivariante. 
Pour tout couple orthonormé de O, on a p(g, q') = —q.q' et donc g' = p.q. Ainsi 
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l'ensemble des couples orthonormés de O est difféomorphe à. x S"^ . De plus, 
on rappelle que l'on a pour tout {q,q') € 



q ^ - ^'^t{q,q)ez ■ 

Considérons maintenant, pour / ^ {1, 2, ... 7}, les ensembles 

Vl = {{q,q')eS'' ■KS''/{q,q')^UJ,{q,q')=Q,ieI} 

Qi = {PeGr2(O)/t^,(P) = 0, ze/}. 

On a Q/ = Vi/S0{2)- et p{Qi) ^ = S'(©,^jMe,). En particulier Vi ^ 
5-7 X 56-1^1. Pour / = 0, on a Q0 = Gr2(0). Pour / = {1,2,3} on retrouve 
l'ensemble Q étudié dans la section 2. 

Cherchons le sous-groupe. G/, de Spin{7) qui conserve les usi, i E I. g G 
Spin{7) conserve uii si, et seulement si, il commute avec L^^, gL^.g~^ = Le;, ce 
qui veut dire que Xgi^i) = 6i) c'est à dire qu'il conserve par son action sur . 
Il en résulte que G/ = x'H'S'O(0,^j Re,)) ^ x"^{SO{7 = Spin{7-\I\). 
Ainsi G/ agit sur Qi ainsi que que sur et le produit vectoriel p: Qi ^ est 
G/— équi variant. De plus. G/ agit transitivement sur . En outre le stabiHsateur 
d'un point de pour l'action de Spin{7) s'identifie à x~^{S0{6)) ~ Spin{6) 
et donc = Spin{7)/ Spin{6). Plus généralement on a S''^ = G//G/u{fe} — 
Spm{7~\I\)/Spin{6-\I\). 

On peut toujours considérer en toute généralité que / — {1, 2..., |/|}. En effet, 
le groupe SO{7) agit transitivement sur les S' avec / de même cardinal. Donc en 
prenant l'image réciproque par x, et p, on voit que Spin{7) agit transitivement 
sur les Vi avec / de cardinal fixé. Ainsi quitte à faire agir un élément de Spin{7) 
on peut toujours considérer que / = {1, 2, |/|}, = S*^"'^' , et G/ = Spin{7— 

Exemple 1 Prenons I = {1,2,3}, on retrouve le cas étudié dans les sections 
précédentes. On a Qi ^ Q , Gi = Spin{A) = x et ~ 5*3 x S^/S^ = 

Spin{4:) / Spin{3) . Plus précisément, on a vu que G/ = , a,b G 

et StabG,{E^) = G/y {4} = | ^ ^ , a G En outre, on a vu que l'ac- 

tion de Gi sur S'^ s 'écrit 

Xg(u) = àub i.e. 
X- Diag{Ra,Rb) e Spin{A) ^ € SO{A) 

Nous allons maintenant passer en revue les autres cas possibles. 

0. Si / = 0, alors G/ = Spin{7) et Vi — St2{0) l'ensemble des couples 
orthonormés de O. L'action de Spin{7) sur est donnée par Xg{u) = 
g(u)g{l) d'après Ijl6|l . SpiniJ) agit transitivement sur les couples orthonor- 
més de O. En effet, l'action de Spin{7) sur S"^ est transitive et Stab{l) = 
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G2, et donc S"^ — Spin{7)/G2. Ensuite l'action de G2 sur ^dl}^) = 
est transitive et StabG2i^i) = SU{^^^^M.ei, LeJ ~ SU (3) et donc 
— G2/SU{3). On déduit alors facilement de cela que Spin{7) agit 

transitivement sur St2{0) et Stabspin(7){^,ei) = SU{3) et donc St2{0) = 

Spin{7)/SU{3), Gr2(0) = S'pm(7)/(S'0(2) x ^[/(S)). 

1. Si / = {1} alors Gj — Spin{6) — SU{A). En effet, c'est le sous-groupe de 
Spin{7) qui commute avec la structure complexe Lei, il est donc inclus 
dans U{A). D'autre part comme Spin{6) est engendré , dans Cl{6), par les 
u-v, {u, v) couple orthonormé de IR^, alors comme (u-v)'^ = —1, si on note A 
la représentation de Spin{6) dans End(C'') alors on a A{u-v)'^ — ~Id, donc 
A{u ■ v) est une structure complexe de donc detc{A{u ■ v)) G {±1, ±i}, 
ainsi detc{A{Spin{6))) C {±l,±i}. Enfin la connexité de Spin{6) et un 
calcul des dimensions nous donne ^(5*^171(6)) = 5[/(4). 

En outre, Spin{6) = SU (A) agit transitivement sur Vj qui n'est autre 
que l'ensemble des couples hermitiens de (O, Le^) = C**, et donc il agit 
transitivement sur Qi. Le stabilisateur d'un couple (g, q') est isomorphe à 
SU{2). Ainsi V{i} SUiA)/SU{2), Q^iy = SU{4)/{SO{2) x SU{2)). 

2. Si / = {1,2}, alors G/ = Spin{b) ~ ?7(2,H). En effet, c'est le sous- 
groupe de Spin{7) qui commute avec Ii ~ Ljr et I2 ~ ijt donc avec 
/a = J1/2 aussi. Il est donc inclus dans le groupe des automorphismes 
H— linéaires pour la structure de H— espace vectoriel sur O définie par 
h, h, h', mais il est aussi inclus dans 5*0(8), il est donc inclus dans le 
groupe des H— automorphismes de O qui conservent la forme hermitienne 
quaternionique G = (•,•) + (•, /i (•, /2-)j + (•, /a-) A:, qui est un conjugué 
de U{2,M.). Ensuite un calcul des dimensions et la connexité des deux 
groupes permettent de conclure que Spin{5) ~ U{2, H). Spin{5) n'agit pas 
transitivement sur V{i 2} car Spin{5) conserve la forme G et agit librement 
et transitivement sur les fibres de G, tandis que G(V{i 2}) = [—1,1]^- 
Ainsi les orbites sont caractérisées par la fonction G qui sur V{i 2} vaut 
C{q,q') = {q,I^.q')k et chaque orbite est difféomorphe à Spin{5). 

3. Le cas / = {1,2,3} a déjà été longuement étudié dans les sections précé- 
dentes. On l'a rappelé dans l'exemple 1. En outre rajoutons que d'après la 
section 2 (cf. la démonstration du théorème!^, le groupe Spin{4) n'agit 
pas transitivement sur Q, et que les orbites sont caractérisées par la 
fonction r: q A q' 1-^ Im{x.x'). Il y a alors une orbite de dimension 6 : 
G.Pi = r^^(O), une 5^— famille d'orbites de dimension 5, dont la réunion 
est G.P2 : {P/r{P) — u/2}, u décrivant S*^, et enfin une famille d'orbite 
de dimension 6, celles tel que < |r| < 1/2. 

4. Si |/| = 4, on a vu que G/ = Spin{3) — {Diag{Ra, Ra), a e S^}. L'action 
de Spin{3) sur S'^ s'écrit Xgip) = ôpa i.e x- Dio,g{RcnRa) € Spin{3) i—>- 

LaRa e ^0(3). 

5. Si |/| = 5 alors G/ = Spin{2) = {Diag{R^ie , R^ie) , 9 e R}. L'action de 
Spin{2) sur S^ est donnée par 

f i(3\ -2ie 10 
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l'identification entre C et Kee ® Key étant aee + be-j ^ a + ih. 
6. Si |/| = 6, alors G/ = {±Id}, Si = {±67} et Vi = {{q,±Le.,q), q € S'^}. 

On a besoin, pour refaire dans le cas général ce que l'on a fait précédemment, 
de définir un application p: G/ — > . Soit donc / ^ {1, ...7} et e S S'(ImO) \ 
{ci, i € I}, disons pour que les choses soient fixées une fois pour toutes que 
e = e|7|_|_i (en supposant comme on en a le droit que / = {1, |/|}). Posons 
alors 

Piig) = Xs(e) 

pour tout g G G/, alors pi{Gi) = et par passage au quotient pi définit 
l'isomorphisme G//G/u{fc} — . De plus on a 

P{9~^-Q, 9~^-q') = e pi{g) = p{q, q'). 
En outre p{q, q') = e <S=> q' = L^q. 

6.2 Algêbres de Lie 

L'automorphisme intérieur de Spin{7), intL^, stabilise G/. En effet, soit 
g G Gi, alors pour i € 7 on a 

= L,iL,,gL-^)L-^ = L^gL-^ 

ainsi L(,g commute avec L^^, i G I d'où Le{Gi)L^^ C G/. L'algèbre de Lie 
de G/, 01 = spin{7— est stable par Ad Le et on a (AdLe)'^ = Id donc elle se 
décompose en somme directe des deux sous-espaces propres associés aux valeurs 
propres ±1 respectivement : 

3i = 9o{I) ® Ô2{I) 

avec 

go{I) = kcT{AdLe - Id) , 22(1) = kcT{AdLe + Id). 

On posera Qk = 0fe(0), k = 0,2, ainsi spin{7) = go © 02- Pour |/| = 5, on a 
intL, = —Id d'où 32(1) = 0. Pour |/| = 6, on a 0/ = 0. 

Considérons maintenant le groupe G = ASpin{7) des isométries affines de O 
dont la partie linéaire est dans Spin{7) et plus généralement Gi = AGj et 0(7) 
son algèbre de Lie. Soit r,. l'automorphisme intérieur de Gi défini par {—Le, 0). Il 
induit un automorphisme d'ordre 4 de 0(7) (il est d'ordre 4 pour tout |7| même 
pour |7| = 5 et 6, car sur O, Le est d'ordre 4) ce qui donne une décomposition 
de g"' (7) = g(7) (Xi C suivant les espaces propres de Te associés aux valeurs 
propres i'^, —l<k<2. On notera 0^(7) ces espaces propres. Les espaces 
propres associés aux valeurs propres ±1 ne dépendent pas de 7, on les notera 
simplement Q^i- On a alors 

gÇ^ = kcr(Le - ild) , gf = kcr(Le + Hd) 
gg(7) = go(7)«C , gC(7) = 02(7) ®C 

On a [0fc(7), gf (7)] C 0^_,_; i„od4(-^)' Puisque Te est un automorphisme. 
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6.3 Surfaces cu/— isotropes et p— harmoniques 

Définition 7 Soit S une surface immergée de O, alors il lui est associée une 
application p^: Y. ^ définie par Py,(z) — piT^'S) i.e. si X : 12 ^ O est 
une immersion alors ps = X*p. On dira que S est p— harmonique si ps est 
harmonique. Soit I ^ {1,...,7} alors on dira que S est uJi — isotrope si Vz € 
S, TzE G Qi (si I — il n'y a aucune condition). Dans ce cas, est à 
valeurs dans S^ C . 

Définition 8 On appellera relèvement uji — isotrope (si I = on dira seulement 
relèvement) une application U — {F,X): E ^ 5/ tel que X soit une immersion 
conforme ujj — isotrope et pi o F = p^ 

Théorème 17 Soit fl un ouvert simplement connexe, a £ T*fl (K) 0(1), alors 

• a est la forme de Maurer-Cartan d'un relèvement uji — isotrope si, et seule- 
ment si, 

da + a /\ a ~ 0, a"_i = et a'_i ne s'annule pas, 

• dans ce cas, a correspond à une immersion conforme loi— isotrope, p — 
harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan prolongée 
a\ = A~^a2 + \~'^a'_i + ao + Aa" + A^a2 'vérifie 

da\ + ctA A «A = 0, VA e C*. 

Démonstration — Pour le premier point cf. la section 3. Pour le second on 
remarque que l'on a 

da\ + q;a A aA = df3y^2 + A /3a2 

où /3a = A^^Q!2 + ao + Aa2 est la forme de Maurer-Cartan prolongée associée 
à (3 = F~^.dF, la forme de Maurer-Cartan du relèvement F £ Gi de px & S^ . 
D'après |2| (cf. aussi [g], ou [3) on sait que px est harmonique si, et seulement 
si, dP\ -I- /3a A /3a = VA G S'^ ce qui achève la démonstration. ■ 

On peut maintenant faire ce que l'on a fait dans la section 4 à l'aide des 
groupes de lacets et obtenir une représentation de Weierstrass par des potentiels 
holomorphes à valeurs dans AQ''^{T)r. 

Remarque 8 On a choisi e = e|7|_|_i. Avec ce choix le groupe de symétrie 
Criu{\i\+i} n'est autre que le groupe d'isotropie pour l'action de G/. Donc c'est 
pratique lorsqu'on fait une étude théorique où on envisage successivement les 
différents cas possibles. Mais ce choix n'est pas pratique si l'on veut que les 
décompositions des algèbres de Lie se corespondent i.e. la décomposition du 
sous-cas soit la "trace" de la décomposition du cas plus général. Pour cela il 
faut donc prendre le même e. Il sufHt de le prendre compatible avec le sous-cas 
alors il sera compatible avec le cas plus général. Exemple : Si on veut étudier 
le cas |/| = 2 ainsi que le sous-cas \I\ — 3, alors le choix de e = pour 
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les deux convient bien et les décompositions se correspondent : 0^({1,2,3}) = 
2}) ng^'dl, 2, 3}). Donc on peut faire une étude simultanée des deux (on 
a le même automorphisme Te) et la représentation de Weierstrass du sous-cas 
s'obtiendra tout simplement en prenant dans la représentation de Weierstrass 
du cas plus général, des potentiels holomorphes à valeurs dans une sous algèbre 
de Lie, Ag'^{J)r, de l'algèbre de Lie du cas plus général, AQ'^{I)r. 

Remarque 9 On peut évidemment envisager le cas plus général des surfaces 
tt'_E— isotropes où E est un sous-espace vectoriel de ImO : on dira qu'un plan P 
de O est w^— isotrope s'il est isotrope pour uje — {-jLe-) pour tout e G S{E). 
Pour tout E, il existe g G SpinlJ) qui envoie l'ensemble des plans w^— isotropes 
sur l'ensemble des plans ix)/— isotropes avec |/| — dimS. En effet, soit h G SOiJ) 
tel que h.E — Vect(ei, i £ ï) alors pour g G X~^{{h}) on a g*ijJi = oje avec 
uje = Vect(a;e, e G E), uji = Vect(a;i, i G I). Donc quitte à faire agir un élément 
fixe de Spin{7) on est ramené au cas que l'on a étudié. 

Remarque 10 Ce que l'on vient de faire dans O peut être fait dans H. On 
définit le produit vectoriel x x y = —lm{x.y) pour x,y G H. On a x x y = 
— Y^^=i y)^i f-vec Lûi — (•, Ci ■) et (ei, 62, 63) = (i, j, k) la base canonique de 
ImH = R^. Alors on a pour g = RaLh G 50(4), {gx) x (gy) = —lm(bxyb) = 
b{x X y)b~^. Ainsi la représentation vectorielle de Spin{3) = {Lb, h G S'^}, 
X'- Spin{3) SO{3) est donnée par Lb G Spin{3) intb ~ LbRb-^ G 
SO{\mM). En procédant comme on l'a fait dans O, on montre que les sur- 
faces de p— harmoniques sont un système complètement intégrable. Plus 
généralement, les surfaces loi — isotropes, p— harmoniques de sont un sys- 
tème complètement intégrable. Ici on a |/| = 0, 1 ou 2. Pour |/| = 1 on retrouve 
les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires. Pour |/| = 2 on trouve 
les surfaces spéciales lagrangiennes. 

D'ailleurs une surface w/— isotrope, p— harmonique de H n'est autre qu'une sur- 
face w/— isotrope, p— harmonique de O contenue dans le sous-espace H de O. 
D'autre part, on voit que si l'immersion X est à valeurs dans M? = ImH 
alors X est p— harmonique si, et seulement si, elle est à courbure moyenne con- 
stante. Ainsi l'ensemble des CMC de n'est autre que l'ensemble des surfaces 
p— harmoniques de El incluses dans ImH. 

6.4 Calcul du vecteur courbure moyenne 

Dans le cas des surfaces Ey (|/| = 3) on disposait du relèvement TZ: p G 
i-^ TZp G Spin{A), en particulier la fibration Spin{A) — > est triviale (on 
a vu que c'est un produit semi-direct). Ceci nous a permis d'écrire l'équation 
Hnéaire ltTT|l qui caractérise les surfaces Sy et de calculer le vecteur courbure 
moyenne en utilisant le fait que le fibré Q ^ est trivial : on a représenté 
{q,q') par (p, (i?i, ^2))- Dans le cas général, ce n'est pas possible : SO{n + 
1) —* SO{n + l)/SO{n) = S" n'est pas trivialisable sinon la sphère S" serait 
paralléHsable or on sait que ce n'est le cas que pour n = 1,3,7. On retrouve 
donc le cas n = 3 et le cas évident n — 1 (dans ce cas Spin{2) — S^). Dans le cas 
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général donc on ne peut pas faire la séparation précédente. Cependant, on peut 
toujours calculer le vecteur courbure moyenne en fonction de p et la formule 
obtenue est valable pour n'importe quelle surface de O sans aucune hypothèse. 
Soit X: ri O une immersion conforme alors par définition de p: Gr2(0) — > 
ImO on a 

*dX = —px-dX 

et cette équation détermine le px = X* p de l'immersion (i.e. si on a *dX = 
—a.dX alors cr = px)- Prenons la différentielle de cette équation, on obtient 

^ ^ ,^ , ,^ . dx f . dx ,^ , dx\ 

^X = id.p).--i0^p).-=p.[^id.p).- + id.p).-J 
On en déduit 

e-^f , dX , dX\ 

/ ^ 8X ^ dX\ 



H 



-2/ 



-AX = 
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